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0.は じめ に

Lagrangeの 良 く知 られ てい る結 果 に 「任 意 の 自然 数 は四 つ の整数 の平 方和 で表 わす こ と

が で き る,す な わち任 意 の 自然数%に 対 してn=x2+x2+xs+x4を 満 たす整 数 κ1,xz,x3,x4

が必 ず存在 す る」(1789)と い う ものが あ る.こ れ を拡 張 して,任 意の 自然数 を表 わす 整数

環Z上 のn元 古 典 的正 値 二 次形 式f(x)-f(xl,xa,_,xn)一 Σ 砺 κ尚,砺 一のZ∈Zを,同
　　ら ブ　だ

型 を除い てす べ て決 定 す る とい う問題 に対 してRamanujan,Widerlingが そ ういっ た二 次

形 式 をすべ て決 定 した(非 対 角成 分 が 整数 の2倍 に なっ てい る もの を 「古 典 的」 な二次形

式 と呼 ぶ).一 般 にす べ て の環Rの 元 を表 現す る二 次形 式 を(R上 の)universal形 式 と

呼 ぶ.こ の 問題 を実 二次体Q(痂)上 の整 数環0-Z+Zω(rnは 平 方 因子 を持 たない 自然 数,

ω 一痂(rn≡2,3mod4の と き),=(1+rn)/2(m≡1rnod4の とき))の 場合 に拡 張 し,

「0上 のuniversal形 式,す なわ ち総正 な0の 元 をす べ て表現 す る0上 の(古 典 的)総 正

二次形式(以 下単 に"Q(痂)上 の二 次形式"と 呼ぶ)は どの ような形 の ものが存 在す るか」

とい う問題 が 考 え られ る.Chan-Kim-Raghavanがn-3の 場合 を考察 し,Q(痂)上 の3元

universal形 式 が 存在 す る の は,m-2,3,5の 場 合 に 限 る こ と,ま た それ らの 場合 の3元

universal形 式 を(同 型 を除 い て)す べ て決 定 した[1].

同様 に して,m≠2,3,5の 実二 次体Q(痂)上 で4元universal形 式 が存在 す る ときのm

の値 を求 め る とい う問題 が考 え られ る.す で にQ(X13)上 の4元universal形 式 につ いて著

者 による結 果が あ り,こ の場 合 は4元universal形 式 が 同型 を除 いて2個 のみ存在 す る こと

が 証明 され てい る[4].

この論 文 で はQ(顕7)上 の4元universal形 式 につ いて 考察 し,同 型 を除 いて5つ の4元
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総 正二 次形 式 がuniversal形 式 の候 補 として存 在 し,う ち2つ がuniversalで あ る こ とを証

明 した.

定 理.(i)f(x)=x2十2x2十(2十 ω)2x3十(3一 ω)2xq十2xsx4

(ii)g(x)=xi十3x2十(2十 ω)x32十(3一 ω)x24十2xzxs十2x2x4

はそれ ぞれQ(痂)上 のuniversal形 式 で あ る・ ここで ω 一1乎 であ る.

なお,残 りの3個 のuniversal形 式 の候補 として考 え られ る形式 を以下 に挙 げた.

予 想.上 のf(x),g(x)以 外 でQ(X17)上 のuniversal形 式 の 候 補 は(同 型 を除 い て)次 の

3つ に 限 る.

hl(x)=xi十(2十w)xz十(8-3cu)xs十2x2x3十{3‐cv)x4

h2(x)=xi十(3一 ω)x2十(5十3ω)2,'C3十2xax3十(2十 ω)x42

h3(x)=xi十(2十CU)x2十(3-Cv)x3十2x4

1.二 次形式 に関 す る用 語な ど

二 次形 式 に関す る い くつ か の定 義,事 実 につ い て以下 に述 べ る .整 数論,特 に実二 次体

の一 般論 につ いて は[5]を,ま た二 次 形式 の一 般 論 につ い ては[3]を 参照 の こ と.

またQ(再7)の イデ アル類 群 の類 数 は1で あ る こ とに注 意.

Rを 類 数1の 実二 次体 上 の整 数環0ま た はそ の局所 化Opと す る.ま たn次 の対 称行 列全

体 か らな る集 合 をsnと す る.VをRの 商体T上 の有 限次 元ベ ク トル空 間 とす る.LがR一 格

子 で あ る とはV上 の 有 限生 成 自由R一 加 群 であ っ て,VのT一 基 底 を含 んで い る と きに い う.

R上 のn元 二 次形 式 ∫(x)一 ノ(x;,x2,...,xn)一 Σ 砺 κ轟 一A[x]-txAx,A-(砺)Z,プ ー ∈sn,
ユ　ちブ　れ

x;(xl,x2,_,xn),azj=a;z∈Rと 二 次 形 式付 きR一 格 子(以 下,単 に 「格 子 」 とよぶ)L

(の同値類)が1対1に 対応 す る.こ の と き,L≧ 〈A>と 表 わす.ま た,格 子Lの 判 別式dL

(ま た はdA)をdL=det(A)/(R×)2で 定義 す る.dL≠0で あ る とき,Lは 正則 で あ る とい う.

A1,...,A,一 を それ ぞれ 対 称行 列 とAl°L,A=-

OA〕 な らば 幽A>⊥ … 一 と

表 わ す.こ の と きdA-dAl…dA,一 と な る.特 にAl=al,_,Ar=ar;αf∈Rが す べ て1次

の 場 合 〈A.〉;〈 α1,...,ar>と 表 わ す.Ikを ん次 基 本 行 列 に 対 応 す る 二 次 形 式 付 きR一 格 子 とす

る:1窟
Y>・
ん

aをRの 元,Lを 二次 形式 付 きR一 格 子 とす る.Lの 元xで,q(x)-aを 満 たす もの が存

在 す る と き,Lはaを 表現 す る とい う.こ こでqはLの 二次 形 式 で あ る.0一 格 子Lが0の
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すべ ての総正な元 を表現す るとき,Lをuniversal格 了 とよぶ.

格子Lに 対 し,五 をLと 共役 な格子 とす る.す なわちLに 対応する行列のすべ ての成分

をそれ らの共役の元 に置 き換 えた行列がLに 対応 しているとする.Fの 元aに 対 して,五

のscaling¢ の行列の成分 をすべ てa倍 した格子)をL(a)と す る.ま たaL=L(a2)で ある.

次に二次格子の局所化 につ いて述べ る.以 下0を 特 に実二次体F-Q(痂)上 の整数環

とする(以 下の ことは整数環Zに 関 して も同様の定義である).Fp,0ク をそれぞれ0上 の

素点pに おける局所体,局 所環 とする.Wp,五 ρをそれぞれF上 の二次空間W,0上 の二次

格子Lの 素点 ρにおいて局所化 したFp一空間,Op_格 子 とする.WをF上 の正則な二次空間

とし,L,MをFM-FL=Wな る0上 の二次格子 とす る.Wの 直交群 σで σ躍=Lを みた

す ものが存在す るとき,LとMは 同 じ類(class)に 属するという.ま た,す べての0上 の

素点 ヵにおいて,Wpの 直交Eで6pMp-Lpを みたす ものが存在す るときLとMは 同じ種

(genus)に 属す るとい う.-Lの 類,種 をそれぞれcls(L),gen(L)で 表 わす.

2.い くつ かの3元 格 子の種 と類 につ いて

この章ではい くつかのF上 の3元 格子 の種 に含 まれる類 とそれ らの局所的性質について

述べる.F上 の格子Lの 自己同型群 の位数を#0(L)で 表わす.ω=(1+X17)/2と お く.

…一 一 くじ∵ ♪ 〈隠1〕>

ti
2=〈〔3‐w1
15+3cu,〉 とおく　 一 一 一(半U別 式が1で あ一

であ る.

ネ甫題1.(i)9θ クz(11⊥E2)=・i(E3);{cls(11⊥E2),cls(Es)}

(ii)..(11⊥G2)={cls(11⊥G2),cls(〈1,1,2十 ω 〉)}

(iii)gen(11LGz)={cls(111G2),c!s((1,1,3‐cv))}

証 明 は,Kornerに よる実 二 次体 上 の3元 格 子 の質 量 を求 め る公式[2]を 適 用 す る.

11⊥E2の 質 量 を計 算す る と3/16と な るが,#0(1、 ⊥E2)=8,#0(E3)=16で あ る こ とが 計

算 に よっ て確 か め られ,1/8+1/16=3/16よ り,K6rnerの 公式 の 両辺 が等 し くな る.よ っ

て(i)が 得 られ た.

同様 に して ム⊥G2の 質 量 は3/16,#o(11⊥GZ)-8,#o(〈1,1,2+ω 〉)=16よ り(ii)が 得 ら
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れ る.(iii)は(ii)の 共役 で あ るの で明 らか.

補 題2.11⊥-E2,1、 ⊥G2,11⊥G2は そ れぞ れす べ て の素 点pに お いてopの 元 をす べ て表

現 す る,す な わ ちこれ らの格 子 は0ヵ 上 のuniversal格 子 で あ る.

補 題3.次 が そ れ ぞ れ 成 り立 つ.

(i)2E3C(11LE2)C2-1E3

(ii)(3一 ω)〈J1,(2十 ω)〉 ⊂11⊥GZ⊂(3一 ω)-1〈1,1,(2十 ω)〉

(iii)(2十 ω)〈1,1,(3一 ω)〉 ⊂11⊥G2⊂(2十 ω)-1〈1,1,(3一 ω)〉

いずれ も証明は容易 なので略する.

3.Q(,月7)上 の4元Universal格 子 の 候 補

この章 で は,F-Q(X17)上 の4元Universal格 子 の候補 を(同 型 を除 いて)求 め る.上

の章 で定 義 した格 子 の記 号 を以 下 も引 き続 き使 用 す る.

LをF上 の4元universal形 式 とす る.五 は1,2+ω,3一 ω,2を 表現 す る ので,

1aia

α122十 ω

azaaza

α14α24

と表わせ,右 辺の行列 は正値 となる.

α13

a2s

3一 ω

CY34

2+ω と3一 ωは2つ の総 正 なF上 の 整数 の和 に分 け る こ とはで きない こ とが 容 易 に確 か

2十a,aas
め られ る こ とに注 意 す る と,α12=α13=0と な る.ま た=2-azs2>0

α233一 ω

よ り α23-0,±1の いずれ か だが,α23-±1な らばLは ユ ニモ ジュ ラー格子E2を 部 分加群 と

して含 む こ とに な りL=12⊥Ez,〈1,2>⊥E2の い ず れ か が得 られ る.し か し〈1,2>⊥E2は

6+3ω を表現 しない こ とが計算 に よ り分か る.よ って この格 子 はuniversal格 子 とな らない.

aas=0な らば,同 様 に して小 行列 式 を計 算 して

五≧ 〈1,1,2十 ω,3‐cu>,〈1,2十 ω,3一 ω,2>,〈1,2十 ω〉⊥G2,〈1,2十 ω〉⊥GZ

が得 られ る.し か し 〈1,1,2+ω,3一 ω〉は3を 表現 しない.ま た判 別式 と各素 点 にお け る

局所 化 した格 子 の型 を考 え る と,補 題1(i)よ り残 りの3個 の格子 すべ て を真 の 部分加 群 と

して含 む格子 はll⊥E3の み で ある.以 上 よ りF上 のuniversal格 子 の候 補 と して,以 下 の5
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個 の格 子 が 挙 げ られ る.

五1:=IZ⊥E2,T1:=II⊥E3,KZ:=〈1,2十 ω 〉⊥GZ,K2:=KZ,

K3:=〈1,2十 ω,3一 ω,2>

な お,第1章 の 定 理,予 想 に 挙 げ た 二 次 形 式 と各 格 子 と の対 応 は次 の 通 りで あ る.

二次形式 f g hl h2 乃3

格子 五1 Ki K2 1(6 K3

また,L1以 外の格子には,次 の包含関係がある. κ・⊂JKZIK'
2}⊂K1

4.Universal性 の 証 明

この章 で は,格 子L1,1(1がuniversal格 子 で あ る こ とを証 明す る.そ の前 にい くつ か補

題 を示 す.

F=Q(X17)の 基本単 数 を ε=3+2ω=4+,圧7と お く.0の 元 α,β に対 し,α=β ε2ηが

あ るn∈Zに 対 して成 り立 つ と き,α ～ β と表 わす.ま た,ω2一 ω+4で あ る こ とに注意.

龍4・ αを・の紐 な元 とす る・この とき,a一 揃 ㎡ とな る融 ∈Zで ・≦25b16・<a・

を満 たす もの が存 在す る.

証 明:α=a+ろ ω とお く.ろ く(25/16)aな ら ばas=a,b。=bと お け ば よい.

(0<)a≦(25/16)う と す る.こ の と き,

aE-z-(a+ろ ω)(41-16cv)=(41a-64ろ)+(25b‐16a)ω と な る が,α ε一2が総 正 で あ る こ

161と に 注 意 し て0<41
a-64ろ ≦41a- ・64a=a<a.2525

す な わ ち ε一2を繰 り返 しか け る こ と に よ り題 意 が 得 られ る 。

b〈0な らば,α ε2=(a+bw)(25+16ω)=(25a+64b)+(41ろ+16a)ω よ り25a+64b>0

641b>b
.ε2を 繰 り返 しか け る と ろ≧0の 場 合 に帰 着 で きか ら41ろ 十16a>41ろ 一16b>2525

る.口

上 のa・+ろ ・ε(・轟 ∈Z,・≦16ba<a・)の 型 の元 を簡 約化 され た(・ の)元 とよぶ こ とに

す る.

補 題5.α を簡約 化 され た0の 元 とす る.こ の と き αは

α=A・1+B・ ε2+(C+Dw)と 表 わ され る.た だ しA,、8,C,Dは 正 の(有 理)整 数0≦D≦15,

CはC+Dwが 総 正 な元 とな る最小 の正 整 数 であ る.
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証 明:α;α+ろ ωを簡 約化 され た0の 元 とす る.Bを ろ一 ・i≧0な る最 大の 正 整数 と と

る と,α 一E2B=a'+b'ω は総正(aノ 〉(25/16)b'≧ よ り)か つ0≦ ろ'≦15が 確 か め られ る.

a'+ろ ノw-Aが 総 正 な る よう正 整数.4を 決 め る と,C,Dも 題 意 に合 うよ うに決 まる.口

補 題6.ヵ 一2+ω ま た は3一 ω とす る.こ の と きL1(p)⊂Lz,Klcp)⊂K1が 成 り立 つ.

証明 単純な計算によ り容易に確 かめ られる.口

定理 の証 明:L1がuniversal格 子 で あ る こ とを示 す.K1の 証 明 も同様 に して行 うこ とが

で きる.

αを0の 総正 な元 とす る.補 題6よ りα旺(2+ω)0∪(3‐cv)0がL1に よって表現 され る

か どうか とい う問題 に帰着 で きる.補 題3よ りα一a+ろ ω,a≡1mod2,b≡Omod2の 型 の

簡約化 され た元 と仮 定 して よい.

αを補 題4の 型 の和 に分 ける.ま ずA≧5(=(2+ω)+(3一 ω))の 場 合 を証 明 す る.

(a)a≡1mod4,ろ ≡Omod4の 場合:こ の と き α一1は 総正 か つ α一1≡Omod4で あ る.α

一1は11⊥E2ま たはE3で 表現 され る .α 一1が11⊥EZで 表現 され る な らば,α=1+(α 一1)

は12⊥Ea=LIで 表 現 され,こ の場 合 証 明 が終 わ る.α 一1がE3で 表 現 され てい る とす る.

この とき,a-1∈220よ り α一1は2(ム ⊥E2)ま たは2E3で 表 現 され,補 題3(i)か らいず れ

の格 子 も11⊥EZに 含 まれ るこ とか ら α一1がll⊥E2で 表現 され,同 時 に αはL1で 表現 され る.

(b)a≡1mod4,ろ ≡2mod4の 場 合:こ の と き α一(2+ω)は 総 正 かつ α一(2+ω)≡3+

ωmod4で あ る.α 一(2十 ω)はlz⊥G2ま た は 〈1,1,2+ω 〉で表現 され る.a‐(2+ω)が

〈1,1,2+ω 〉で表現 され る な らば,α は 〈2+ω,2+ω 〉⊥12⊂L1で 表現 され る.α 一(2+ω)

が11⊥G2で 表現 されて い る とす る.こ の とき,α 一(2+ω)∈(3一 ω)20よ り α一(2+ω)は

(3一 ω)〈1,1,2+ω 〉また は(3一 ω)(11⊥(32)で 表現 され,補 題3(ii)か らいず れ の 格 子 も

〈1,1,2+ω 〉に含 まれ る こ とか ら α一(2+ω)が 〈1,1,2+ω 〉で 表現 され る.す なわ ち α は

L1で 表 現 され る ことに な る.

(c)a≡3mod4の 場 合:こ の とき α一(3--cv)は 総 正 かつ α一(3一 ω)≡ ± ωmod4で あ る.

α一(3一 ω)は11⊥G2ま た は〈1,1,3一 ω〉で 表現 され る.α 一(3-w)が 〈1,1,3一 ω〉で表 現

され るな らば αは 〈3一ω,3一 ω〉⊥IZ⊂jL1で 表現 され る.α 一(3‐cv)が11⊥G2で 表現 され

てい る とす る.こ の と き,α 一(3-w)∈(2+ω)20よ りa-(3-cu)は(2+ω)〈1,1,3一 ω〉

また は(2+ω)(11⊥G2)で 表現 され,補 題3(iii)か らいず れ の格子 も 〈1,1,3一 ω〉に含 まれ

る こ とか ら α一(3一 ω)が 〈1,1,3‐cv>で 表 現 され る.す なわ ち αは」L1で表 現 され る.

B≧5の 場 合 も同様 に して証 明 を行 う.A,B≦4に つ い ては(A,B,C,Dが 有 限個 の場合

しか残 っ てい な いので)直 接 計算 して表現 され る こ とをチ ェ ックす れ ば よい.口
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5そ の他の格子

Q(X17)上 の4元universal形 式 をす べ て決定 す るに は,第2章 で与 え られたK2,KZ,1(3

がuniversal格 子 で あ るこ とを証 明す る こ とが残 ってい る.し か し,2章 の最後 で示 した よ

うに これ らの格 子 問 に包 含 関係 が あ るの で,実 質 的 に はK3がuniversalで あ る こ とをい え

ば,残 りの3つ(4章 で証 明 したK1も 含 めて)もuniversa1と な る.

現在1(3:一 〈1,2+ω,3一 ω,2>のuniversal性 の証 明 につ い て研 究 中 だが,こ の格 子 の大

きな特 徴 と して次 が 成 り立 つ.

命 題1.0の 元 α,β がK3で 表 現 され るな らば,そ の2つ の積 αβ もK3で 表現 され る.

証明はK3に 対応する二次形式h3で 表わされる2つ の数の積 を直接計算 して も求め られる

が,K3が 四元数環の構造 を持つことか らす ぐに導かれる.

すなわち,0の 任意の素元(必 要 ならば εをかけて総正 と仮定 してよい)がK3に よ り表

現 されることがいえれば上の命題 よりT3がuniversa1で あることを示す ことがで きる.こ

の方向で現在考察中である.
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