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1.は じ め に

Lagrangeの 良 く知 られて いる結果(1789)に 「任 意 の 自然 数 は四つ の整数 の平 方和 で表

す こ とが で き る,す な わ ち任 意 の 自然 数 〃 に対 してn=xi+2xa+2x3+2x4を 満 たす 整 数

xl,x2,xs,x4が 必ず 存在 す る」 があ る.こ の結果 を拡張 した問 題が様 々考 え られ,二 次形 式

の 整数論 が発 達 したが,こ の 問題の 一つ の拡張 として,「 任意 の整 数環Z上 の 〃元古 典 的正

値 二次 形式f(x)=f(κ1,x2,...,xn)=Σ 伽 κ轟,砺=a,z∈Zを 何 個 の 〃次線 形形 式 の平 方和
ユ　おブ　れ

(以 下 単 に"平 方 和"と 呼 ぶ)で 表 す こ とが で き る か,す な わ ち Σ泌;xix;=K(C、1x1+…+C,nxn)2
ユ　あ ゴ　だ ゴコ　

を満 たすgの 最小 値 は い くつか」 とい う問 題が 考 え られ て きた(非 対 角 成分 が整 数 の2倍

に なって い る もの を 「古 典 的 な二 次形 式」 と呼 ぶ).こ の 問題 はWaringの 問題 と呼ば れ,

Mordel1,Koに よ り2≦n≦5の と きg=n+3と な る こ とが証 明 され た.

しか しn≧6の 場合 は平 方和 で表現 す る こ とので きない整正値 二次 形式 が存在 す る.そ こ

で次 の 条件 を満 たす 自然 数9。@)の 最 小値 を求 め る問題 が考 える 二

「何 個 かのn次 線 形形 式 の平 方和 で 表す こ とので きる,整 数環Z上 のn元 古 典 的正 値二 次

形式f(x)一 ∫(xl,..・xn)はgz(n)個 の高 々平方和 で表 す こ とが で きる」.

この 問題 に対 しKim-Ohは,平 方和 で表 され る6元 二 次形 式 は高 々10個 の平 方和 で表 す

こ とが で きる,す な わ ちgz(タ の=10で あ るこ と を証 明 した.勿 ≧7の 場 合 はgz(〃)の 値 は

決 定 して お らず,Icazaに よ り%≧5,0hに よ り,7≦ 〃≦11,Sasakiに よ り14≦n≦20並 び

にn=7の 場 合 に対 してそ れ ぞれgz(n)の 上 限 を与 え る式(値)が 示 され て い る(以 上 の

結 果 につ い て は[5]を 参 照 の こ と).
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一方
,Z以 外の環上の二次形式,例 えば実二次体F=Q(痂)(mは 平方因子を持たない

自然数)上 の整数環0上 の二次形式に対 し,上 記の問題 を考えることができる.こ の論文

ではF=Q(畜)の 場合の上記の問題を考察す る.す なわち

「次 の 条件 を満 た す 自然 数g(n)=gobs)(n)の 最小 値 はい くつ に なるか:

"何 個 かのn次 線形 形式 の平 方和 で表 す こ との で きる
,F-Q(畜)の 整数 環0上 のn元 古典

的総正 二 次形 式f(x)=.f(x、,_xn)はg(〃)個 の平 方和 で表 す こ とが で きる"」.

この問題に対 して,次 の結果 を得た.

定 理:(i),g(2)=5,

(ii),g(3)≦70,

(iii),n=4,5に 対 し てg(n)≦3・4n+8

が そ れ ぞ れ 成 り立 つ.

注:g(1)=3す なわち任意のQ(畜)の 総正 な0の 元 は3個 の(総 正な0の 元の)平 方和で

表 されることが[2コで示 されている.

2.二 次形 式 に関 す る用語 な ど

二 次形 式 に 関す るい くつ か の定義,事 実 につ いて以 下 に述 べ る.代 数 的整数 論,特 に実

二 次体 の整数 論 の一・般論 につ いて は[7]を,ま た 二次 形式 の一般 論 につ い て は[3]を 参 照 の

こ と.

Rを 類数1の 実 二次体 上 の 整数 環0ま た はその 局所化0ヵ とす る.ま たn次 の対 称行 列全

体 か らな る集 合 をs、 とす る.VをRの 商体T上 の 有 限次元 ベ ク トル空 間 とす る.五 がR一

格 子 であ る とはV上 の有 限生 成 自由R一 加 群 であ っ て,Vの7一 基底 を含 んで い る と きに

い う.R上 のn元 二次 形式 五=fl(xl,x2,...,xn)=Paz;x、 錫=A[x]=txAx,A-(砺 渇 ∈
ユ　ム ゴ　れ

sn,x=(xl,.xz,...,xn),偏 一a;t∈Rと 二次 形式付 きR一 格子(以 下,単 に 「格 子」 とよぶ)

L(の 同値類)が1対1に 対 応 す る.こ の とき,L=〈A>と 表 わす.格 子Lの 判別 式dL(ま

た はdA)をdL-det(A)/(R×)2で 定 義す る.dL≠0で あ る とき,Lは 正 則 であ る とい う.

また この とき,Vの 次 元 をLの 階数 といい,rank(L)で 表す;
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rank(L)-dim{V).A1,...,A,一 をそれぞれ対称行　町とし 組 ◇ らば

〈A>≧ 〈A、〉⊥… ⊥〈A,〉と表 わす.こ の ときdA=dA、 …dA,と な る.特 にA、=α1,_,A,=LZ,;α ゴ

∈Rが すべ て1次 の場 合 〈A>=〈a、,_,ar>と 表 わす.Ikをk次 基本 行 列 に対 応 す る二 次形

式付 きR一 格 子 とす る:1k≧ 〈曇 〉.Ikはk個 の平 方和 に対 応 す る格 子 であ る.Fの 元

aに 対 して,Lのscaling(五 〆行 列 の 成 分 をす べ てa倍 した格 子)をL(a)と す る.ま た

aL=.む α2)であ る.

次 に二 次格子 の局所化 につ い て述 べ る.以 下0を 特 に実 二次体F-Q(痂)上 の整数環 と

す る(以 下 の こ とは整 数 環Zに 関 して も同様 の定義 で あ る).Fp,0ρ をそ れぞ れ0上 の素

点 ρにお ける局 所体,局 所 環 とす る.Wp,Lpを そ れぞ れF上 の二 次 空 間W,0上 の二 次

格 子Lの 素 点 ヵにお い て局 所化 したFp一 空 間,Op一 格 子 とす る.WをF上 の正 則 な二 次

空 間 と し,L,躍 をFM=FL=Wな る0上 の 二次格 子 とす る.Wの 直交群 σで σM=Lを

み たす ものが 存在 す る とき,LとMは 同 じ類(class)に 属す る とい う.ま た,す べ て の0

上 の素点 ρにお い て,Wpの 直交 群 の でQpMp-Lpを み たす ものが 存在 す る と きLと 躍 は

同 じ種(genus)に 属 す る とい う.Lの 類,種 をそ れ ぞ れcls(L),gen(L)で 表 わす.

gen(L)⊇cls(L)の 包含 関係 が あ るが,gen(L)をcls(L)に よる同値 類 の代 表 元 の数 を五 の

類 数 とい い,h(L)で 表す.

3.い くつ かのQ(4石)上 の格 子の種 と類 につ いて

この章 で はい くつか のF=QG庵 「)上の格 子 の種 に含 まれ る類 とそ れ らの局所 的性 質 につ

いて述 べ る.ま たFの 基 本単 数 を ε=(1+涯 「)/2と お く.

E2,E4,Es,Esを 次 で表 され るF上 の格 子 とす る:

Ez=〈〔ll〕〉・

2E

ε21

121

22

2E

ε21

121

Es=

12+ε1・

121

12

21

121

121

121

121

121

12

1

1

2

,
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ただ し,成 分 が空欄 に な って い る ところ は,す べ て0で あ る.こ の と きE4,E6,Esは

ユ ニ モ ジ ュ ラー格子(判 別 式 が1で あ る格 子),特 にE4 ,E8は 偶(対 角成 分 が すべ て2の

倍 数)ユ ニモ ジュ ラー であ る。 また上 の格 子 はすべ て平 方和 で表 現 で きない こ とに注 意.

補 題1(i)〃 ≦4に 対 し てh(1　 )=1,

(ii),gen(1畠6)={Cis(ls),(フis(1『2._LE4),(っis(E6)},

(iii),..(E,)一{01∫(E,),CZS(E、 ⊥E、)},

証 明.(i)(ii)は[4],(iii)は[1]に よ りそ れ ぞれ証 明 され てい る.

補 題2:(i)n≦4に 対 して(ln)pは す べ て の素 点pに おい て 階数(n-3)の 格 子 をすべ て表

現す る.

(ii)(E$)ρ はすべ て の素 点 ヵにお いて,階 数5の 偶 格子 をすべ て表現 す る.

補 題3:Z=4,6,8,と す る.El2)はIZに よ り表現 され る.

証明はいずれも容易なので省略す る.

4.平 方 和 の 個 数

この章では,§1で 与えた定理の証明 を行 う.

命題1.g(2)=5.

証明:!を 階数2の 格子で,ノV個 の平方和で表現 されているとす る.す なわち

ん 一 Σ≦1(alzxl+a2ixz)2.素 元p=(2)=20に お い て(る)pが(E2)pに 同型 で な けれ ば/は1、

で 表現 され る,す なわ ち4個 の平 方和 で 表現 され る([6,Lemmal2]).今(42)硝(F,2)pと

す る.こ の と き砺(ノー1,2;Z=1,_,N)の うち20に 入 らない ものが存 在 す る.平 方和 の

順序 の入 れ替 え,並 び に/の 基底 の取 り方 に よ り,伽 が20に 入 らな い として よい.こ の

と きル=∫k-(α11κ1+α21κ2)2に 対応 す る格 子/ノ は(為)ヵ が(E2)pに 同型 で な いの で14で 表現

され る.よ って/は5個 の平 方和 で表 現 され る.

な欝 和で表一 が4個以下一 でき一 一 く〔識
以上 よ り,g(2)=5が 証 明 され た.口
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命 題2.g(3)≦70.

証明:/を 階数3の 格子で,N個 の平方和で表現 されているとす る.す なわち

fe‐rN1¥alixl+Ll2i.x2+a3ix3」2・

こ の 平 方 和 に 含 ま れ て い る 線 形 形 式 の う ち,(ali、,a2i、,aril)≡(aizz,Cl2i2,asZ2}mod2と

な る も の が あ れ ば,(alZlx、+aaZlx2+a3i、xs)2+(α1勉 κ1+aaZ2xa+asi2xs)2に 対 応 す る 格 子 は,

scaleが20に 含 ま れ る(二 次 形 式 に 付 随 す る 総 一 次 形 式 の 値 が す べ て2の 倍 数 に な る).

よ っ て

の ん 一
i(酬 砺 κ・+2asixs)+写 健1(婦 ・+a・Z(.i,r).x2+α鼎)2).

た だ し1≦S,t<_Nに 対 し て

(ali(j,1),CL2i(J,2),a3i(」,3))≡(ali(J>Z),CL2i(J,2),a3i(j,3))mod2

と 表 さ れ る.式(*)の 第2項 はscaleが20に 含 ま れ る 格 子 と な る の で,補 題2,3よ り 対

応 す る格 子 は ・i(∫ ♂2))で表現 され る,す なわち6個 の平 方和 で表現 される.ま たa;乞≡0,1,

ε,1+εmod2の い ず れか なの で,第1項 の平 方和 の個 数 は43-64個 以下 と して よい.

以上 よ り,g(3)≦64+6-70が 得 られ る.口

命 題3.n‐4,5に 対 し てg(n)≦3・4n+8.

証 明:上 の 証 明 と ほ ぼ 同 じ 議 論 を 行 え ば よ い.!を 階 数 η(n=4,5)の 格 子 で,N個 の 平

方 和 で 表 現 さ れ て い る と す る.す な わ ち.fP=Ni=1(伽 κ、+…+anixn)2.こ の 平 方 和 に 含 ま れ

て い る 線 形 形 式 の う ち,(ali,,_,ants)≡(alit,_,anit}mod2(1≦S,t≦4)と な る も の が あ れ ば,

4

(alZrxl+...一}-anZrxn)2に 対 応 す る 格 子 は,scaleが401こ 含 ま れ る.よ っ て
r=1

{*)fQ-
i(aiZxi+…+酬2+写(茎1(鰯1+…+ani,切 κ∂2).

た だ し1≦S,is4に 対 し て

(ali(j ,S),…,Czni(j,S))≡(ali(J,r),…,Clni(J>t))mod2

と表 され る.式(*)の 第2項 はscaleが40に 含 まれ る格子 となるの で,補 題2,3よ り対

応 す る格 子 は..(Es(2))で 表 現 され る,す なわ ち8個 の 平方和 で表現 され る.ま た第1項

の平方 和 の個 数 は3・4n個 以 下 と して よい.以 上 よ り,g(n)≦3・4n-8が 得 られ る.口

命 題1,2,3よ り定理 が示 され た.
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5.そ の 他

以上で2≦n≦5に 対す るg@)の 値(の 上限)を みて きた.一 般 に平方和(基 本行列)

に対応する格子lnの 類数 夙1。)はnが 大 き くなれば急激 に増 えるため局所 的な情報(各 素

点における状態)が 大局的な情報(有 理整数環Zや 代数的整数体上の整数環 などにおける

状態)と 同一・視で きない.よ って このような平方和 の問題は難 しくなる.今 後 はn≧3に

対 してg(n)の 上限の評価 を良 くす る,あ るいは値その ものを求める手法を見つける必要

があるが,現 在考察中である.

また将来的には一般の実二次体,あ るいは総実な代数体 に対 して も同様の平方和の個数

の問題 を考えてい く予定である.
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